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INTISARI 
Dalam penelitian ini, dikaji matriks Polinomial Bernstein(𝛟(𝑥)). Matriks Polinomial Bernstein(𝛟(𝑥)) 
adalah matriks kolom yang memuat elemen berupa Polinomial Bernstein. Polinomial Bernstein         
memiliki  matriks-matriks operasional yaitu matriks operasional integral(𝐏), matriks operasional 
diferensial(𝐃) dan matriks operasional hasilkali(?̂?). Matriks Polinomial Bernstein dapat 
didekomposisikan menjadi 𝛟(𝑥) =  𝐀𝐭𝐦(𝑥) dengan 𝐀 adalah matriks koefisien dari Polinomial      
Bernstein dan 𝐭𝐦(𝑥) adalah vektor kolom dari variabel Polinomial Bernstein. Dengan menggunakan 
𝛟(𝑥) =  𝐀𝐭𝐦(𝑥), dapat diperoleh dekomposisi matriks operasional integral dari Polinomial           
Bernstein adalah 𝐏 = 𝐀𝚲𝐁 yang memenuhi ∫ 𝛟(t)𝑑𝑡
𝑥
0
≃ 𝐏𝛟(𝑥). Selain itu, dapat diperoleh pula 




𝛟(𝑥) = 𝐃𝛟(𝑥) dan dekomposisi matriks operasional hasilkali dari Polinomial Bernstein 
adalah  ?̂? = ?̂?𝐀𝐓 yang memenuhi  𝐯T𝛟(𝑥)𝛟(𝑥)T ≃ 𝛟(𝑥)T ?̂?. 
 
Kata Kunci: matriks Polinomial Bernstein, matriks operasional diferensial, matriks operasional integral,                                     
matriks operasional hasilkali 
PENDAHULUAN 
Polinomial Bernstein pertama kali diperkenalkan oleh Sergei Natanovich Bernstein (1880-1986) [1]. 
Sergei menggunakan Polinomial Bernstein untuk menentukan teorema Weierstrass [2]. Selain itu, 
Polinomial Bernstein juga dapat digunakan untuk mengaproksimasi model regresi isotonik [3], 
matematika terapan, bidang fisika dan computer aided geometric design, dan dikombinasikan dengan 
metode lain seperti Galerkin, dan kolokasi untuk mencari solusi dari beberapa persamaan diferensial 
dan integral [4].  
Penelitian ini menggunakan bentuk umum Polinomial Bernstein [5] pada interval [0,1] sebagai 
berikut. 
 𝐵𝑘,𝑚(𝑥) = (
𝑚
𝑘
) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑚−𝑘 (1)  
dengan 𝑘 merupakan indeks dengan 𝑘 = 0, 1, … ,𝑚 dan untuk setiap 𝑚 ∈  ℕ. Polinomial Bernstein 
telah dikaji oleh Yousefi dan Behroozifar [5] yaitu membahas tentang matriks-matriks operasional dari 
Polinomial Bernstein serta pengaplikasiannya pada Persamaan Emden-Fowler dan Persamaan Bessel. 
Suatu Polinomial Bernstein sebanyak 𝑚 dapat dinyatakan dalam sebuah matriks Polinomial 
Bernstein. Berdasarkan penelitian Yousefi dan Behroozifar yaitu Polinomial Bernstein memiliki 
matriks-matriks operasional yaitu matriks operasional integral, matriks operasional diferensial dan 
matriks operasional hasilkali dari Polinomial Bernstein [5]. Matriks operasional dari Polinomial 
Bernstein telah digunakan dalam beberapa penelitian yaitu mencari solusi persamaan diferensial dan 
integral, perhitungan varians [5], solusi aproksimasi masalah nilai batas [6] dan kontrol optimal pecahan 
multidimensi [7]. Penelitian ini mengkaji penentuaan dekomposisi matriks operasional integral, matriks 
operasional diferensial dan matriks operasional hasilkali dari Polinomial Bernstein yang sebelumnya 
telah  dibahas [5], tetapi dengan uraian yang lebih lengkap. 




Tahapan dalam menentukan dekomposisi matriks Polinomial Bernstein yaitu dari Persamaan (1) 
disajikan dengan menggunakan teorema Binomial. Lalu dengan memisahkan koefisien dan variabel dari 
Polinomial Bernstein, maka Polinomial Bernstein dapat dinyatakan menjadi perkalian matriks. Oleh 
karena itu matriks Polinomial Bernstein dapat diuraikan menjadi perkalian matriks koefisien dan vektor 
dari variabel Polinomial Bernstein. Selanjutnya mencari fungsi aproksimasi untuk elemen matriks 
operasional integral dari Polinomial Bernstein. Lalu dengan menggunakan hasil fungsi aproksimasi, 
dicari dekomposisi matriks operasional integral dari Polinomial Bernstein dengan menggunakan 
integrasi matriks [8]. Langkah selanjutnya mencari dekomposisi matriks operasional diferensial dari 
Polinomial Bernstein dengan menggunakan diferensiasi matriks [8]. Kemudian mencari dekomposisi 
matriks operasional hasilkali dari Polinomial Bernstein. 
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Oleh karena itu, diperoleh Polinomial Bernstein pada interval [0,1] yaitu 
 𝐵𝑘,𝑚(𝑥) = (
𝑚
𝑘
) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑚−𝑘,  
dengan 𝑘 = 0, 1,…𝑚, 𝑚 ∈  ℕ dan (
𝑚
𝑘
) merupakan kombinasi 𝑚 obyek dengan pengambilan sebanyak 






𝑘! (𝑚 − 𝑘)!
.  
Adapun dengan menggunakan teorema Binomial dari (1 − 𝑥)𝑚−𝑘 yaitu 































, (3)  
dengan 𝑘 = 0,1,2, … ,𝑚. 
Untuk memperoleh dekomposisi dari 𝛟(𝑥), maka dengan menguraikan Persamaan (3) menjadi 
Dekomposisi Matriks-Matriks Operasional … 3 
 
  
perkalian vektor baris dari koefisien Polinomial Bernstein dan vektor kolom dari variabel Polinomial 
Bernstein diperoleh sebagai berikut. 

























] (4)  
Misalkan 𝐀𝒌+𝟏 merupakan vektor baris ke-𝑘 dari koefisien Polinomial Bernstein yang dinyatakan 
sebagai berikut: 




















) ]  
dengan demikian, untuk 𝑘 = 0,1,2, … ,𝑚 diperoleh matriks 𝐀 sebagai matriks koefisien yang berukuran                         
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Oleh karena itu, Polinomial Bernstein pada Persamaan (4) dapat dinyatakan menjadi 
𝐵𝑘,𝑚(𝑥) = 𝐀𝒌+𝟏𝐭𝐦(𝑥). (5)  
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𝛟(𝑥) = 𝐀𝐭𝐦(𝑥). (6)  





Untuk mencari dekomposisi matriks operasional integral dari Polinomial Bernstein, terlebih dahulu 
mencari fungsi aproksimasi untuk variabel 𝑥𝑚+1 pada Polinomial Bernstein. Dengan menggunakan 
hasilkali dalam[10], misalkan 𝐻 = 𝐿2[0,1] dengan 𝐿2[0,1] yaitu ruang Lebesgue (𝐿2) pada interval [0,1] 
dan 𝑌 = 𝑠𝑝𝑎𝑛[𝐵0,𝑚, 𝐵1,𝑚, … , 𝐵𝑚,𝑚]. Himpunan 𝑌 merupakan subruang tertutup di 𝐻 maka 𝑌 subruang 
lengkap dari 𝐻. Jika 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐻 maka diperoleh hasilkali dalam sebagai berikut. 




Karena  𝑓 ∈ 𝐻 dan 𝑌 subruang lengkap dari 𝐻 maka untuk setiap 𝑦 ∈ 𝑌 terdapat 𝑦0 ∈ 𝑌 berlaku 
‖𝑓 − 𝑦0‖ < ‖𝑓 − 𝑦‖ 
dan memenuhi 
〈𝑓 − 𝑦0, 𝑦〉 = 0. (7)  




= 𝒂𝑻𝛟(𝑥),  
dengan 𝒂𝑻 = [ 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑚]. 
Dengan menggunakan 𝑦 = 𝐵𝑘,𝑚, maka Persamaan (7) dapat dinyatakan menjadi 
〈𝑓 − 𝑦0, 𝐵𝑘,𝑚〉 = 0,      𝑘 = 0,1,… , (𝑚).  
〈𝑓 − 𝑦0, ϕ𝑖〉 = 0  
〈𝑓, ϕ𝑖〉 − 〈𝑦0, ϕ𝑖〉 = 0  
〈𝑦0, ϕ𝑖〉 = 〈𝑓,ϕ𝑖〉,     𝑖 = 1,2,… , (𝑚 + 1). (8)  




〉 dapat dinyatakan menjadi 
 〈𝑓,ϕ𝑖〉 = ∫𝑓(𝑥)𝐵𝑖−1,𝑚(𝑥)𝑑𝑥
1
0
, untuk 𝑖 = 1,2, … , (𝑚 + 1).  
Misalkan 〈𝑓, 𝛟〉 merupakan vektor yang memuat elemen hasilkali dalam dari 𝑓,ϕ
𝑖
 untuk                       
𝑖 = 1,2,… , (𝑚 + 1) yaitu 
 〈𝑓,𝛟〉 = [
< 𝑓, ϕ1 >
< 𝑓,ϕ2 >
⋮
< 𝑓, ϕ𝑚+1 >
] (9)  
dan 〈𝑦0, 𝛟〉 merupakan vektor yang memuat elemen hasilkali dalam dari 𝑦0,ϕ𝑖 untuk                               
𝑖 = 1,2,… , (𝑚 + 1) yaitu 





< 𝑦0, ϕ1 >
< 𝑦0, ϕ2 >
⋮





Dengan mentranspose Persamaan (10), maka diperoleh 




< 𝑓, ϕ1 >
< 𝑓,ϕ2 >
⋮
< 𝑓, ϕ𝑚+1 >
]
𝑇














. (10)  
Oleh karena itu, dengan menggunakan  𝑦0(𝑥) = 𝒂
𝑻𝛟(𝑥) dan Persamaan (11) maka untuk                                 






















. (11)  
Misalkan suatu matriks 𝐐 yaitu suatu matriks simetris dan invertible (𝑚 + 1) × (𝑚 + 1) maka 

















      1         
1
2
          ⋯
1
𝑚 + 1
    
1
2
          
1
3
         ⋯
1
𝑚 + 2
















 = 𝐀𝐇𝐀𝐓. 
Oleh karena itu, 𝑦0(𝑥) = 𝒂




𝐐−1 atau 𝒂 = (𝐐−1)𝑇∫𝑓(𝑥)𝛟(𝑥)𝑑𝑥
1
0
. (12)  
DEKOMPOSISI MATRIKS OPERASIONAL INTEGRAL DARI POLINOMIAL BERNSTEIN 
Untuk memperoleh dekomposisi matriks operasional integral dari Polinomial Bernstein diawali 
dengan memisalkan bentuk integral dari Polinomial Bernstein memenuhi 








≃ 𝐏𝛟(𝑥),             0 ≤ 𝑥 ≤ 1,  (13)  
dengan 𝐏 merupakan matriks operasional integral yang berukuran (𝑚 + 1) × (𝑚 + 1). 
Oleh karena itu, dicari dekomposisi dari 𝐏 dengan menggunakan Persamaan (14) berdasarkan integrasi 


























 (14)  
Kemudian dengan memisahkan koefisien dan variabel, maka Persamaan (15) dapat diuraikan menjadi 
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⋮  ⋮          ⋮













]. (15)  
Misalkan matriks koefisien dinyatakan dengan 𝚲 yang memiliki entri Λ𝑖𝑖 =
1
𝑖
 dan Λ𝑖𝑗 = 0 , 𝑖 ≠ 𝑗 dengan 
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⋮  ⋮          ⋮














]. (17)  






= 𝐀𝚲𝐗. (18)  
 Berdasarkan Persamaan (6) diperoleh bahwa 
 𝐭𝐦(𝑥) = 𝐀
−1𝛟(𝑥), 
Selanjutnya baris ke-𝑖 dari  𝐭𝐦(x) dapat dinyatakan 
 𝑥𝑖−1 = 𝐀𝒊
−𝟏𝛟(𝑥), (19)  
dengan A𝑖
−1 adalah baris ke-𝑖 dari 𝐀−𝟏 untuk 𝑖 = 1,2,… , (𝑚 + 1) maka diperoleh 



















Karena terdapat 𝑥𝑚+1 pada Persamaan (18) maka berdasarkan Persamaan (20) dapat dinyatakan 
menjadi 
 𝑥𝑚+1 ≃ 𝒂𝒎+𝟏
𝑻 𝛟(𝑥). (20)  
Adapun berdasarkan Persamaan (13), Persamaan (6) dan menggunakan integrasi matriks yaitu 























































































Dengan demikian vektor kolom 𝐗 pada Persamaan (18) dapat dinyatakan menjadi 




















𝛟 (𝑥). (21)  


















maka Persamaan (22) dapat diperoleh 
 𝐗 ≃ 𝐁𝛟(𝑥). (22)  




≃ 𝐀𝚲𝐁𝛟(𝑥) ≃ 𝐏𝛟(𝑥),  
dan dekomposisi matriks operasional integral dari Polinomial Bernstein yaitu 
 𝐏 = 𝐀𝚲𝐁.  




DEKOMPOSISI MATRIKS OPERASIONAL DIFERENSIAL DARI POLINOMIAL 
BERNSTEIN 
Untuk mencari dekomposisi matriks operasional diferensial dari Polinomial Bernstein maka 
dimisalkan bentuk diferensial dari Polinomial Bernstein memenuhi 
 𝑑
𝑑𝑥
𝛟(𝑥) = 𝐃𝛟(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, (23)  
dengan 𝐃 merupakan matriks operasional diferensial yang berukuran (𝑚 + 1) × (𝑚 + 1).  
Untuk mencari dekomposisi dari matriks 𝐃 yaitu dengan melakukan diferensiasi matriks yaitu 
























































 (24)  










0 0 ⋯ 0 0
1 0 ⋯ 0 0
0 2 ⋯ 0 0
⋮  ⋮  ⋱  ⋮   ⋮



















. (25)  







0 0 ⋯ 0  0
1 0 ⋯ 0  0
0 2 ⋯ 0  0
⋮  ⋮  ⋱  ⋮   ⋮






maka Persamaan (26) menjadi 
 𝑑
𝑑𝑥
𝛟(𝑥) = 𝐀𝐅𝐭𝐦(𝑥). (26)  
Karena 𝐭𝒎+𝟏(𝑥) = 𝐀




𝛟(𝑥) = 𝐀𝐅𝐀−1𝛟(𝑥) = 𝐃𝛟(𝑥),  
sehingga dekomposisi matriks operasional diferensial dari Polinomial Bernstein yaitu 
 𝐃 =  𝐀𝐅𝐀−1.  
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DEKOMPOSISI MATRIKS OPERASIONAL HASILKALI DARI POLINOMIAL BERNSTEIN 
Misalkan bentuk operasional hasilkali dari Polinomial Bernstein yaitu memenuhi 
 𝐯T𝛟(𝑥)𝛟(𝑥)T ≃ 𝛟(𝑥)T ?̂?, (27)  
dengan 𝒗 merupakan sebuah matriks sebarang berukuran (𝑚 + 1) × 1 dan ?̂? merupakan sebuah matriks 
operasional hasilkali dari Polinomial Bernstein. 
Untuk dicari dekomposisi dari matriks ?̂? yaitu dengan memanfaatkan penjabaran dari ruas kiri 
Persamaan (28) sebagai berikut. 
𝐯T𝛟(𝑥)𝛟(𝑥)T = 𝐯𝐓𝛟(𝑥)(𝐭𝐦(𝑥)
T𝐀T)  
 = 𝐯𝐓𝛟(𝑥)[1, 𝑥, 𝑥2, … , 𝑥𝑚]𝐀𝑇  











] 𝐀𝑇 (28)  
Selanjutnya untuk aproksimasi fungsi 𝑥𝑚𝐵𝑘,𝑚 berdasarkan Persamaan (21), maka diperoleh 
𝑥𝑗𝐵𝑘,𝑚 ≃ 𝒖𝒌,𝒋
𝑻𝛟(𝑥) = 𝛟(𝑥)𝑻𝒖𝒌,𝒋,          𝑗, 𝑘 = 0,1,… ,𝑚. 























T?̃?𝑗 , (29)  
dengan memisalkan ?̃?𝑗 = ∑ 𝒖𝒌,𝒋𝑣𝑘
𝑚
𝑘=0 = [𝒖𝒌,𝟎, 𝒖𝐤,𝟏, … , 𝒖𝒌,𝒎]𝒗 dan 𝑗 = 0,1, … ,𝑚. Jika dinyatakan      
sebuah matriks berukuran (𝑚 + 1) × (𝑚 + 1) yaitu ?̃? = [?̃?1, ?̃?2, … , ?̃?𝑚+1], maka dengan 











] 𝐀𝐓  
 ≃ 𝛟(𝑥)𝑇[?̃?𝟏, ?̃?𝟐, … , ?̃?𝒎+𝟏]𝐀
𝑇  
𝐯𝐓𝛟(𝑥)𝛟(𝑥)𝐓 ≃ 𝛟(𝑥)𝑇?̃?𝐀𝑇 = 𝛟(𝑥)𝑇?̂?,  
dan dekomposisi matriks operasional hasilkali dari Polinomial Bernstein yaitu 
?̂? = ?̃?𝐀𝑇 . 
KESIMPULAN 
Matriks operasional dari Polinomial Bernstein terdiri dari matriks operasional integral (𝐏), matriks 
operasional diferensial (𝐃), dan matriks operasional hasilkali (?̂?). Berdasarkan hasil penelitian ini, 
diperoleh dekomposisi matriks operasional integral adalah 𝐏 = 𝐀𝚲𝐁, dekomposisi matriks operasional 
diferensial adalah 𝐃 = 𝐀𝐅𝐀−𝟏, dan dekomposisi matriks operasional hasilkali dari Polinomial Bernstein 
adalah  ?̂? = ?̃?𝐀𝑇. 
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